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Для решения общей задачи математического программирования пред­
лагается итерационный метод второго порядка, использующий квадратич­
ную аппроксимацию ограничений. Доказана сверхлинейная скорость 
сходимости с показателем, равным 3 / г , при отсутствии требования регу­
лярности точки минимума. Расширение области сходимости достигается 
регулировкой шагового множителя. 

Рассматривается задача: найти 

(1) min max/*(#), 

где / , / — конечные множества индексов, х^Еп.. 
Эта задача подробно изучалась, например, в [ 1 _ 3 ] , где для отыскания^ 

решения х* были построены итерационные методы первого порядка, схо­
дящиеся в лучшем случае со скоростью геометрической прогрессии. 

Покажем, что использование квадратичной аппроксимации (функций 
fi{x), &(#) приводит к сверхлинейной скорости сходимости. Введем обо­
значения 

1 
g* (*) =gj (**) + (gi (Zh) , x^xh) +i — g/' (%) (x-xh) \ 

ф (x) = m a x ft (x), ' F ( s )=max[maxf t (# ) , . 0 ] , 
(2) i e I . j e J 

I k = {Ш :fi (xh) >q> (xh) - 6 ) , 

/*= {j^J : gi (xh) 7* max g} (xh) - 4 } , 

' R(x) = {ml:fi{x)=<p(x)}, 

Я (x) = {/^/ : g j (x) = max & (x)}, 

<ph(x) = m a x fik(x), Fk(x) = m a x [ max ftft(^), 0 ] , 

где б, ч>0 — произвольные постоянные числа. 
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Сущность предлагаемого метода сводится к решению в каждой точке 
.хк итерационного процесса следующей вспомогательной задачи: найти 

,(3) т т т а х / Д ( я ) , Д г = Ф : & Ч * И 0 , / ^ Л } , 

^решение которой обозначим через хк, а через (xk, Ah+\ $h+i) — соответ­
ствующую точку Куна - Таккера. Здесь: Л Л + 1 = {Л?+ 1}, i^Ih% $к+1=Щ+1}, 

О с н о в н ы е п р е д п о л о ж е н и я , а. Для любых ж, у^Еп, it=I, j ^ J 

м\х\\2<иг(У)х,х)<м\\х\\\ ; 
(4) 

M\x\\*^{g/'ly)x,x)^M\\x\\\ M>m>0. 

б. Для задач (1), (3) выполняется условие Слейтера, причем множи­
тели Лагранжа =$j(xh) вспомогательной задачи (3), соответствую­
щ и е ограничениям gy(x) =^0, равномерно ограничены: 

Прежде чем переходить к формулировке алгоритма, приведем несколь­
зко утверждений. Отметим прежде всего, что, в силу (4), функции Ц)(х) 
м <рь(#) строго выпуклы, причем решения хк задач (1) и (3) единствен­
ны. Запишем необходимые условия экстремума для задачи (3) (см. [*]): 

+w (хк) Ра)+У} и/ (xh) +g/' (xk) Ph]=o, 

-<6) 

x. [ / <

Л Ы - Ф * Ы ] = О , p * + V ( * * ) = o , 

;где рк=хк—хк, а индексы £, / принимают все значения из соответствующих 
.множеств Д, Д. 

П р е д л о ж е н и е 1. Условие рк=0 является необходимым и доста­
точным для того, чтобы точка хк была решением задачи (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из сравнения необходимых условий 
экстремума для задач (1) и (3) и совершенно аналогично доказательству 
леммы 5.1 из [ 2 ] . 

П р е д л о ж е н и е 2. Если хц-^х*, то найдутся числа 6i<<6 и "fi^T 
-такие, что для любых постоянных 6 '>0 w ^ > 0 (6 A<6i, пРи доста­
точно больших к будет 

;и(хк)>(р(хк)-8\для1^Е(х*): 
ш 

& М > m a x ( x h ) - у ' для j^R(x>). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о см.в i 1 , 2 ] . 
П р е д л о ж е н и е 3. Пусть для некоторых подмножеств, индексе® 

i=l, 2 , . . . , Z<=7 и j=1,2,. ,.,Zi<=7 выполняется 

Тогда 

где 

ф (х) = max fi {х) и Р(х)=тах[ max gj(,x), 0J. 

y(x)+NF(x) = m a x V V U . / , 
<A , P > e Q ^ ™ 

. . < ? = { < Л , Р > ^ Х £ г ' : ^ ^ = 1 , ]H р^Ж,. 1^0, ^ 0 J . 
1 1 

В самом деле, если <Л, Р > ^ ( ? , то 

max YVft(s) = max У,№1(х)=Ш.(х) при F ( z ) > 0 : 

И 

max / , $jgj(x)=0 при F(;r) = 0 . 

Кроме того, 
г 

Ф (а?) = max / , А,г-/г (а?) 

(см. L 1]). Отсюда и следует утверждение. 
Ф о р м у л и р о в к а а л г о р и т м а . Пусть выбрано указанное N ш 

числа 7, б, е (у, б>0, 0 < 8 < 1 ) И построена точка xk. процесса. 
Ш а г 1. Находим Л, Jk и решаем задачу выпуклого программирова­

ния (3). 
Ш а г 2. Полагаем а=1 и проверяем неравенство 

(7) '<g(xh+apk)+NF(xh+apk)<^(x'K) + 
+NF(xh)+&a^h(xh)\ 0 < е < 1 , 

где tyh(xk)=q)h,(xk)-[q(xk)+NF(xk)], pk=xk—xk. Если (7) выполняется, 
то, обозначая полученное а через находим xk+l=xk+ahpk. В противном 
случае находим а/2. Вновь обозначая его через а, переходим к проверке 
неравенства (7). 

Т е о р е м а . Пусть для задач (1), (3) выполняются предположения & 
и б.. Тогда для сформулированного алгоритма справедливы утверждения: 

1) xk-*x*, 
2) если fif/{x), g"{x) (i^R(x*), j^R(x*)) непрерывны в окрестности 

х*, то начиная с некоторой итерации будет ak=l и 

(8) Ш\1\\рн-Л^0, /с->~; 
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,3) если, кроме того, f"{x), gf' (х) (ie=R(x*), j^R(x*)) удовлетворяют 
условию Липшица, то при k-+°o 

' № I W < c i l ^ - J Y : 

.гдеОО — постоянная величина. . 
Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме доказательства для мето­

да Ньютона в [2- 4 ] . 
Из разложения Тейлора для fi(xk+apk), а<1, следует, с учетом (4), 

что 

<10) тахи{хк+арк)>(р(хк)-аК\\рк\\,, 

( И ) /Д^+сс/? А )^ф(^)-б+сс(Л:+М | | /?Л /2) Н^Н, если Шк, 

где К>0 — константа, ограничивающая \\f/(x) ||, | |#/(ж)| | на отрезке 
{хк, хк]. Если взять 

(12) а<шт{8^}[(2К+М\\рк\\)\\рк\\]-\ а < 1 , 

то из (10), (11) вытекает, что 

max fi(xk+frp к) > ф (хк) - — 

и • . 

/ г ( ^ А + а / ? 0 ^ ф ( ^ ) - — для г^Д, • 4 

откуда 

ц)(хк+арк)==тах}г(хк+арк). 

Совершенно аналогично 

Таким образом, если а удовлетворяет (12), то, учитывая предложе­
ние 3, имеем 

ф (xk+apk) +NF (хк+арк) = 

= max У, [Ыг(хк+арку+^(хк+арк)], 

(13) 

^Обозначив Qh=<Qk, 0}^ETXEJ, можно записать (13) также в виде 

Ф (хк+арк) +NF(xk+apk) = max L(xk+apk, Л, 0), 

£^,л, w<<*)+£ М * ) . 
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Покажем теперь обоснование выбора ак из условия проверки (7) . 
Если а удовлетворяет (12), то, разлагая в ряд Тейлора fi(xk+apk), gj(xk+ 
+apk), получаем из (d3) 

Ф (Хк+арк) +NF (xk+aph) < max Lh (xh+apk, Л, p ) + , 
< A , P > e Q f t 

+ ^ ( c h + c h ) \ \ P h \ \ \ 

М * , Л , р ) = ^ Я , / Л * ) + ^ ^ ( * ) , c»=max||<D»'||, 

(14) 
3<=JH 

ск=Мтьх\\Фк% Ф ^ / Л ^ Н / ' Ы , , 

• хк*1=хк+Ъ&рк, хК*1=хк+Ъ&рк, ОО*, . 0 ^ 1 . 

Функции L(x, Л, p ) и Lh(x, Л, p ) являются L1] функциями Лагранжа для 
задач (1), (3). 

Так как функция max Lh(x, Л, р) выпукла по х, те 

(15) max Lh(xh+aph,A,$)< max Lh{xh,A, p ) + 
< A , P > e Q f t < A , p ) e Q f t 

+ a [ max L A (я Л , Л, p ) - max Ьк (хк, Л, p ) L 
< A , P > e Q f t <A,P>e=Q f e 

В точке Куна —Таккера (#А, Ah+\ p f t + 1 ) достигается, как известно, мини-
макс функции Лагранжа Ьк(х, Л, Р ) на ЕпХ(А, P > f e

+ , где 

<Л, р V = { <Л, p>eS'*XS'*: £ Л,=1 , Я ^ О , fcSH)> 7 W A j . 

Но, по предположению б, в е к т о р , ( X h + \ p f e + 1 > e ( ) f e . Иа сказанного сле­
дует, что 

(16) A f t + 1 , p f e + 1 ) = min max Lk(x, Л, p ) = 

x^EN <A,p> +

f e 

= max Ьк(хк,А, $У=ук(хк), 
< A , p > e Q f t 

где учитывалось (аналогично предложению 3), что 

max Lh(x, Л, р) =ф*(я) +NFk(x) 

и ^ ( ^ ) = 0 . 

Отметим, что №(хк)~^(хк), gj(xk)=gj

h(xk) и поэтому, с учетом (13) г 

max U(xk,A,p)=y(xh)'WF.Iixky. -
< A , P > e Q f e 
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Тогда, на основании (16), 

(17) l h ( x k l A k + \ $ h + i ) - шах Lh(xk1A^)=^k). 

ww^*ft){i+Mirf].. 

4 Используя (15) и (17), получаем из (14) 

(18) Ф (xh+aph) +NF(xk+aph) < ф (xh) Н~ 

a(ch+c.k) 

Докажем, что 

(19) Ы**)<-п\\Р*Щ 
Далее мы не указываем области суммирования Ih и Jh по i и по /, имея-
в виду, что они определяются соответствующим компактом Qh. Умножая1, 
первое уравнение в (6) на p h , получаем 

(20) (ъх-+1и (xk) + 2 j s / + V (xk),Pk) ^-[iti+1f"(xd+zti+l

g;'(xk) w.. 
С учетом (20) из (17) следует 

^ + ,

g j ( x h ) -
< A , P > e Q f t 

+ (I1X-+lfi'(xh)+^+lg/(xh),pk)+ . 

+ ylllF'U'ixJ +^+lg/'(xh) Ъ'к

г<-^Ы*-

Оценка (19) получена. 
В силу (19), вместо (18) имеем неравенство 

(21) Ф (xh+akph) +NF (xk+aPk) <Ф (xk) +NF (xh) + 

ch+ck 

+atyk(xh) (i—aCh ° h \ , 
\ m I 

из которого следует (7), если ak^m(1—eL)/(ch+ck) и если uh удовлетво­
ряет (12). Обоснование способа выбора ah показано. 

Процедура получения ak (шаг 2) гарантирует конечное число дробле­
ний единицы на шаге, причем, как нетрудно видеть, 

/ 9 0 ч ^ . Г 1 иг(1—е) m i n ( 6 , 7 ) j 

Таким образом, на каждом шаге происходит релаксация функции 
q>(x)+NF(x), откуда x^DN. Но множество DN ограничено, что легко сле­
дует из (4), значит, {^—ограниченная последовательность. Поэтому 
величина К в (22) равномерно ограничена. Величина -MpuW также равно­
мерно ограничена, так как в противном случае, умножая верхнее урав­
нение в (6) на p k и используя (4), придем к противоречию. Поскольку 
ck+ck<2(N+l)M, то из сказанного вытекает, что правая часть в (22) ог-
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ранйчена снизу числом а > 0 , т. е. ак>а>0. Отсюда и из неравенства 

<Р (*M-I) +NF(zh+l) <<р (хк) +NF(xk) -

—/rcea f c||pJ2/'2, 0 < е < 1 , 

вытекающего из (7), (19), следует, что рК-*0 нри к-+оо, так как в про­
тивном случае <p(xk)+NF(xh)-+—ooy' что противоречит ( 4 ) . Используя 
предложение 1, получаем, что хк-+х*. Первое утверждение теоремы дока­
зано. 

Так как хк-+х*, то без ограничения общности можно считать 5 и | 
выбранными так, что для достаточно больших к будет Ik=R(x*) и 

Jh=R(x*) (предложение 2 ) . Тогда Qk=Q* — фиксированный компакт. 
Пусть выполнены условия 2) теоремы. Легко видеть, что cft, ск-+0 при 

Jc->c» и ? в силу (22), найдется число Г > 0 такое, что a f t = l при к^Т. 
Для доказательства ( 8 ) , (9) получим нижнюю оценку для tyk{xk). 

И з (17) имеем при а л = 1 

ф л ( £ л ) = ф * ( а г л + 1 ) = max L f t 0r f t + 1 ,A, р ) -
< A , P > e Q , 

- max Lk(xh A , p ) > max {2V[/i(s*) + (// (**).ft) ] + 
. <A,p>e=Q # <A*,p*>e=Q # 

+Sp i

f c[ft(^ft) + ( f t , (^ )>Pfc) ]}- max Lh(xh,A, P ) . 
< A , P ) e Q # 

Здесь и ниже суммирование по i, j производится по множествам R(x*), 
R(x*). Разлагая в ряд Тейлора слагаемые в правой части и группируя, 
получаем -

(23) . !>*(**)> max {ьк-,(хк,А\ $h) + bhh[fi'(xk-i)+ ' 
< A f t , p * > e Q # I 

+ ( [ a i % : i + 2 p ^ 1 ] f t - „ f t ) + 

+ у ( 2 ^ Ф л - 1 + 2 ^ Ф * - . ) ^ - 1 } - . 

1 
- max L A - i ( z f t , A p ) - — max [(^Ф^+^Ф^Рк-Л, 

< A , p > e Q # ^ < A , P > e Q # 

где 

•• ^ / = ^ - 1 + 0 ) ^ - 1 , ^ ^ . ^ - i + COj-Pft-!, 0 < ( D ' t , 

a L ^ O r , А, р ) . ,Ф * - 1 и.т. д. соответствуют выражениям для Ьк(х, Л, Р ) , 

* ;<EV и т. д. Так как в силу необходимого условия экстремума 

д1к^{хк,А\р)/дРК>0, 
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то из (23) вытекает 

(24) %(xk)> * + 
dph 

+ m m ( W R L + ^ R L ) ft-i, Рк) + 
< A \ p * > e Q # 

+ min [ Ш / ^ 

2 <A,P>S<3, - -

где . 

r f t _ 1 ^(#+l )ma X ( | |^ ! - 1 IUIH A i 1 ! l ) , 

dh-,=(ЛН-1)max(||(С,!i,|,ф/_,I!), " *еД(*.>, j^R(x.). 

Из (24) и из (19) следует 

( 2 5 ) нлкь-.11л-.н, 4- i=[^- 1 +;( r f t - 1 +,2m4 - 1 ) , ' i i : / '» . 

Ясно, что если выполнены условия 2) теоремы, то rk-ir d^^O. Тогда? 
h-t-*0 и из (25) следует (8). 

Если, наконец, L — константа Липшица для /»"'(#)•, gf{x), i^R(x*)^ 
j^R(x*), то rl^r^LiN+l) \\ph_tl dk^L(N+l)]\pk-^ и th^C\\Ph^\\. 
Поэтому из (25) вытекает (9). Теорема доказана. 

Остановимся на вопросе выполнения условий, содержащихся в пред­
положении б. 

Требование наличия внутренней точки для множества Qh. может быть, 
нарушено, если точка xh достаточно далека от Q. Однако если 

xk<=D={xk: min | | a? -s f c | |<p} , 
зс<=Я 

где p > 0 — достаточно малое число, множество Я содержит внутреннюю* 
точку х, g"(x) непрерывны и выполняются (4), то для каждого* 
множества Qh найдется внутренняя точка zk такая, что> 

(26) ^ Ы < - ё < 0 V / ^ / , Vxk<=D, 

где g > 0 — постоянная величина. 
Для доказательства (26) достаточно воспользоваться неравенством* 

(g/(y), x-y)<-d<0, j<=R(y), для любого 

1 / ^ Г ( й ) = { г / : т а х ^ ( г / ) = 0 } 
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ж условиями равномерной непрерывности функций. Мы опускаем эти 
простые, но достаточно громоздкие рассуждения. 

Л е м м а . Пусть выполнены сформулированные выше условия, при 
которых (26) имеет место. Тогда найдется число р > 0 такое, что при вы­
боре начального приближения х0 из окрестности 

p(Q) = {x0:mm\\x—x0\\<p}^D~ 

указанное в предположении б число N существует. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала; что найдутся числа р > 0 и 

N=N(p) > 0 такие, что при Nk>N для любого :x0^pi (Q) 

£>Nk = {x: y(x)+NkF(x)<q>(x0)+NKF(x0)}^D. 

В самом деле, если F(x0) = 0 , то для точек x^DN]c 

Q<F(x)<[A-q>(x)]/Nkl Л = т а х ф ( ж 0 ) , 

т. е. DNli^(d = {х: у(х)<4} — ограниченное множество. Так как последо­
вательность функций [А— Ц)(х) ]/Nh сходится к нулю монотонно при 
JVft->.<» для любого фиксированного а;во), то, по теореме Дини, сходимость 
будет равномерной, т. е. для любого v > 0 найдется число 7V(v)>0 такоз, 
что F(x)^[A—ц)(х) ]/Nh<v при ^ ш , если Nh^N(v). Таким образом, 

Юяк'<^{х: F(x)^v}f\(o при Nh>N(v). Отсюда и вытекает существование 
указанного N, когда x0^Q. 

Пусть теперь x0<£Q. Если при этом для точек x^DN}t выполняется 
F (х) =^0, то x^QczD при любом iV f t>0. Рассмотрим поэтому точки x<=DN]iJ 

для которых F (х) > 0 . Ясно, что для каждого х найдется точка y^T(Q) 
такая, что x=y+t(y-x), t>0. Так как ( # / ( * / ) , я - г / ) < 0 , j^R{y), 
то (g/ity), х—у)>0. Поэтому с учетом (4) из разложения Тейлора сле­
дует 

•Щх)->т&&(х)>т\\х-у\\2/2.. 

С другой стороны, в силу (4) и ограниченности Г (Я) имеем ф(#) ^ 
•>С^СЛх-у\\+т\\х-у\\2/2, где 

C r = m a x max \\f/(y) | | >0 и C t = min ф(^ )^ф(а : 0 ) . 
г е ! yeT(Q) X(=En 

Из условия x<=DN]i и оценок для ф(я) , F(x) имеем неравенство 

Ci-^Wx-yW+miNb+l) \\x-y\№^<p(x0)+NhF(xo), 

решая которое относительно |]х—у||, получаем 

<27) \\x-y\\<[2F(x0)/m,r>+vL(Nh, * 0 ) , 

тде функции \i(Nhl х0) непрерывно зависят от х0 и ii(Nh, х0)-*0 монотонно 
при Nb-+*<x>. Поэтому сходимость к нулю р (Nki %0) будет равномерной на 
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любом фиксированном компакте р(Я) . Выберем, в частности, р так?, чтобы 
при x0<=p(Q) выполнялось [2F (х0) /т]ъ<р/2. Тогда найдется N='N'(p)-

такое, что из (27) вытекает г/||<р, т .е . DN^D при N k ^ N . 
Покажем теперь равномерную ограниченность 2j5j + 1 ( / ^А) в> (5-)'. 

Из теоремы Куна — Танкера о седловой, точке для задачи (3) следует 

(28) ^&(хк)<1Л?1 + 2 ( f k &*(**), 
где. > , 

Будем считать, что х0Щ)(£2) и iVA>JV, так что xk^DN]i c=D и справед­
ливо (26). Так как последовательность ограничена, то также 
ограничена, что вытекает из (26) и (4). Поэтому ограничена и последо­
вательность {xh} в силу (28). Воспользовавшись условием 

2p / + Vi f t ( z fe)^~ePi f t + 1 , и непрерывностью f?{x), получаем из- (28} 

Я Г [ / . s (z0 

где О О — постоянная величина. Отсюда для любого х^В^^Ш" будет? 

Ж — константа. 

Взяв 7V=max{iV, М } , завершаем доказательство леммы. Доказанная 
лемма гарантирует выполнение предположения б лишь в достаточно ма­
лой окрестности множества Я. Может случиться, конечно, что оно выпол­
нится и в более широкой области, определяемой (26). 

Для обеспечения выполнения (5) на практике можно рекомендовать 
прием, используемый в [ 2] (стр. 230), а именно: полагать 

M = 2 £ f c ( * » ) 
всякий раз, когда (5) не выполняется. При реализации алгоритма не тре­
буется, таким образом, знания констант ттг, М, N: нужен сам факт их 
существования. Использование постоянных б и у позволяет учитывать 
вдали от решения не все, а часть функции /<(х), gd{x) при нахождении^. 

Отметим, что если . /= i 0 , Я = £ ' п , т. е. рассматривается задача безуслов­
ной минимизации, то метод совпадает с методом Ньютона с регулировкой 
шага В этом случае dft-i^O, и тогда из (25) следуют известные оценки 
скорости сходимости метода Ньютона Г ' 4 ] . Для задачи дискретного ми­
нимакса без ограничений (Q=En) описанный метод изучен в [ 5 ] . 

К сожалению, сейчас нет алгоритмов, позволяющих найти решение 
вспомогательной задачи (3) в общем случае за конечное число шагов. По­
этому в рассматриваемом методе вспомогательная задача решается менее 

4 ЖВМ и МФ, Ni 1 
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эффективно по сравнению с методом Ньютона для задачи отыскания ми­
нимакса, рассмотренным в [6]> или с методом Ньютона для задачи выпук­
лого программирования, использующим только линейную аппроксимацию 
ограничений [ 7 ] . Однако указанные методы в отличие от предложенного* 
сходятся в любом случае локально и только в предположении регулярно­
сти точки минимума, обусловливающем невырожденность соответствую­
щего якобиана. Это же замечание 'относится й к квазиньютоновским ме­
тодам решения задач выпуклого программирования, сходящимся со сверх­
линейной скоростью [ 7 ] . 
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